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Ejercicios resueltos y teoria de todos los cursos

EJERCICIOS CON SOLUCIONES

Ejercicios Resueltos de Matematicas 3 ESO
2026 | 2027

46 ejercicios con la solucion explicada paso a paso, y la teoria de los 13 temas que trae esta
seleccion.

Lo que vas a practicar

Fracciones, decimales y fraccion generatriz - Pasar un decimal periddico a fraccion y saber de
antemano si un decimal va a terminar (ejercicios 1, 2, 3)

Potencias de exponente entero y notacidn cientifica - Operar con potencias de la misma base y
multiplicar, dividir y sumar en notacion cientifica (ejercicios 4, 5, 6, 7)

Monomios, polinomios e identidades notables - Sumar, restar y multiplicar polinomios, y desarrollar los
tres productos que conviene saberse de memoria (ejercicios 8, 9, 10, 11)

Factorizacién, Ruffini y teorema del resto - Sacar factor comun, usar las identidades al revés y dividir
entre x — a sin hacer la division larga (ejercicios 12, 13, 14, 15)

Ecuaciones de segundo grado - Las incompletas, la formula general y cuando una solucién no sirve para
el problema (ejercicios 16, 17, 18, 19)

Sistemas de ecuaciones: igualacién y casos raros - El método de igualacion, los sistemas sin solucién o
con infinitas, y plantear un problema con dos incognitas (ejercicios 20, 21, 22)

El teorema de Pitagoras en el espacio - Aplicarlo dos veces seguidas para la diagonal de una caja, y
usarlo en triangulos que no vienen dados como rectangulos (ejercicios 23, 24, 25)

Semejanza y teorema de Tales - Reconocer triangulos semejantes, montar bien la proporcion y medir
alturas a las que no se llega (ejercicios 26, 27, 28, 29)

Cuerpos geométricos: volimenes compuestos y capacidad - Sumar y restar volimenes de piezas, y
pasar de centimetros cubicos a litros (ejercicios 30, 31, 32)

Movimientos en el plano: traslaciones, giros y simetrias - Calcular con coordenadas adénde va cada
punto, y encadenar dos movimientos (ejercicios 33, 34, 35, 36)

Funciones: cortes con los ejes, crecimiento y funciones a trozos - Calcular imagenes y cortes a partir
de la expresién escrita, y manejar una funcién con dos trozos (ejercicios 37, 38, 39, 40)

Estadistica: tablas de frecuencias y datos agrupados - Construir la tabla, usar las frecuencias
acumuladas y calcular la media con intervalos (ejercicios 41, 42, 43)

Probabilidad: sucesos, union e interseccion - Contar bien los casos posibles y sumar probabilidades sin
contar nada dos veces (ejercicios 44, 45, 46)

solucionario.es Ejercicios resueltos de todos los cursos 1 de 22


https://solucionario.es

Material propio de solucionario.es. Los enunciados y las soluciones estan escritos por nosotros. La version al dia,
con mas ejercicios y de todos los cursos, esta siempre en:

solucionario.es

Qué entra aqui y qué no. A En 3° de ESO hay una sola Matematicas: el curriculo vigente (RD 217/2022) pone
una unica Matematicas, sin apellido, en cada uno de los tres primeros cursos, y la division en Matematicas A y
Matematicas B llega en 4°. Con la ley anterior si habia dos itinerarios en 3°, «académicas» y «aplicadas», y por eso
todavia se buscan con esos nombres; si has llegado buscando uno de los dos, esta pagina es igualmente la tuya.
Entran los trece temas del cuadro: fracciones y fraccion generatriz, potencias de exponente entero y notacion
cientifica, polinomios e identidades notables, factorizacion con Ruffini y teorema del resto, ecuaciones de segundo
grado, sistemas por igualacion, el teorema de Pitagoras en el espacio, semejanza y Tales, volUmenes de cuerpos
compuestos y capacidad, movimientos en el plano, funciones con sus cortes y las definidas a trozos, estadistica con
datos agrupados, y probabilidad con unién e interseccion. Quedan fuera a propésito, porque los trabaja la pagina
de 4° de ESO y no tiene sentido contarlos dos veces: los radicales y su simplificacion, clasificar por el signo de b? —
4ac cuantas soluciones tiene una ecuacion, las progresiones, la trigonometria, la geometria analitica y la desviacion
tipica. Es un reparto nuestro entre paginas, no una raya que marque la ley. Se da por sabido lo de 2°: los enteros, las
fracciones, el redondeo, la ecuacién de primer grado, los sistemas por sustitucion y reduccion, los porcentajes, el
enunciado de Pitagoras y las férmulas del area y el volumen. Los movimientos del plano se trabajan con
coordenadas, y cada cuerpo viene descrito con sus medidas: todo se resuelve con lapiz, papel y una calculadora
corriente, sin necesidad de consultar nada mas. Esto sirve para localizar lo que flojea; no sustituye al libro ni a las
clases.
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Ejercicios Resueltos de Matematicas 3 ESO 2026 | 2027

I Fracciones, decimales y fraccion generatriz

Lo que hay que saber

Decimal con final a fraccién. Debajo va la potencia de 10 que corresponde al nimero de cifras
decimales, y después se simplifica hasta la fraccion irreducible: 0,56 = 56/100 = 14/25.

Periédico puro (el trozo que se repite empieza justo después de la coma). Se llama N al niUmero, se
multiplica por 10 tantas veces como cifras tiene ese trozo y se resta N. Los decimales se van y debajo
guedan tantos nueves como cifras se repiten.

Periédico mixto (hay cifras entre la comay el trozo que se repite). Hacen falta dos multiplicaciones, una
gue deje el trozo repetido pegado a la coma y otra que lo adelante una vuelta; al restar, debajo quedan
nueves seguidos de ceros.

Saber de antemano si un decimal terminara. Se simplifica la fraccion y se mira su denominador: si solo
tiene doses y cincos, el decimal termina; si aparece cualquier otro factor primo, se repite. Que el
denominador sea par no decide nada por si solo.

Comparar. Lo mas seguro es pasar todo a un denominador comun, o bien pasar todo a decimal. Mezclar
los dos criterios a o0jo es lo que lleva a colocar mal un namero.

Escribe como fraccion irreducible: (a) 0,56; (b) 1,333... (el 3 se repite sin final); (c) 0,4666... (se
repite solo el 6).

Solucién

(a) Tiene final, asi que debajo va la potencia de 10 que corresponde a sus dos cifras decimales:
56/100. Se simplifica dividiendo arriba y abajo entre 4 y queda 14/25.

(b) Se llama N = 1,333... y se multiplica por 10, que es lo que hace falta para que el trozo que se
repite quede en el mismo sitio: 10N = 13,333...

Al restar, los decimales se van: 10N — N =13,333... —1,333... =12, 0sea9N =12y N = 12/9 = 4/3.
Se corrige solo haciendo 4 + 3 = 1,333...

(c) Aqui hay una cifra entre la coma y el trozo que se repite, asi que hacen falta dos multiplicaciones:
100N = 46,666... y 10N = 4,666...

Restando: 90N = 42, y N = 42/90 = 7/15. Se corrige solo haciendo 7 + 15 = 0,4666...

u Sin hacer ninguna division, di cuales de estas cuatro dan un decimal con final: 7140, 5/12, 9/24
y 11/50. Justifica cada una.
Solucién

La regla mira los factores primos del denominador de la fraccion ya simplificada: si solo hay doses y
cincos, el decimal termina.

7140 termina: 40 =2 x 2 x 2 x 5, solo doses y un cinco. Vale 0,175.
5/12 no termina: 12 =2 x 2 x 3, y ese 3 lo estropea. Vale 0,41666...

9/24 si termina, y es el que obliga a fijarse: 24 tiene un 3, pero la fraccion no esta simplificada. 9/24
=3/8,y8=2x2x2.Vale 0,375.

11/50 termina: 50 =2 x 5 x 5. Vale 0,22.

A Que el denominador sea par no basta: 12 es par y 5/12 no termina. Lo que decide es que solo
haya doses y cincos, y para verlo hay que simplificar primero.
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n Ordena de menor a mayor: —-3/4, 0,7, —0,75, 5/8 y 2/3.

Solucién

Primero los negativos, que van delante de todos los positivos. —=3/4 = -0,75, asi que =3/4 'y -0,75
son el mismo numero escrito de dos formas.

Para los tres positivos conviene un denominador comun: el minimo comun mdltiplo de 8, 3y 10, que
vale 120. Y 0,7 se escribe como 7/10.

5/8 = 75/120, porque 120 + 8 =15y 5 x 15 = 75. Después 2/3 = 80/120 y 7/10 = 84/120.

Con el mismo denominador basta con mirar los de arriba: 75 < 80 < 84.

Queda -3/4 = -0,75 < 5/8 < 2/3 < 0,7. Se corrige solo pasando los tres positivos a decimal: 0,625,
luego 0,666... y luego 0,7, en ese mismo orden.

I Potencias de exponente entero y notacidn cientifica

Lo que hay que saber
Dos potencias de igual base se multiplican sumando sus exponentes y se dividen restandolos, y para
dividir esa base no puede ser 0; elevar una potencia a otro exponente multiplica los dos exponentes entre
si.
Exponente negativo: a™ es 1 dividido entre a", y por eso la base tiene que ser distinta de 0. El signo del
exponente no decide el signo del resultado: lo deciden el signo de la base y si el exponente es par o impar.

Notacion cientifica: un nimero que, sin contar el signo, va de 1 a 10 sin llegar a 10, multiplicado por una
potencia de 10; el 0 no se escribe asi. El exponente cuenta los lugares que se mueve la coma, y es
negativo cuando el nimero de partida, también sin contar su signo, es menor que 1: por eso —200 se
escribe —2 x 102 aunque sea menor que 1.

Multiplicar y dividir: por un lado los nimeros de delante y por otro las potencias. Si el niUmero de delante
se sale del tramo de 1 a 10, hay que recolocarlo, y eso cambia el exponente final.

Sumar y restar: primero hay que llevar los dos nimeros al mismo exponente. Juntar los nimeros de
delante antes de igualarlos da un resultado equivocado.

n Calcula y deja el resultado como una fraccién o como un entero: (a) (273 x 25) + 24, (b) (37)™%;
© (-2)>.
Solucién

(a) Con la misma base, al multiplicar se suman los exponentes y al dividir se restan: -3 +5 -4 = -2,
Queda 272 = 1/4.

(b) Una potencia de otra potencia multiplica los exponentes: (-2) x (-1) = 2. Queda 32 = 9.

(c) El exponente negativo da la vuelta: (-2) 2 =1+ (-2)3 =1+ (-8) = -1I8.

Se corrige solo escribiendo las tres sin exponentes negativos y operando: en (a), 2° + (2% x 24) =32 +
128=1/4;en (b),1+(1+3%)=9;yen (c), 1 + (-8) =-1/8.

A En (c) el resultado sale negativo, pero no por el signo del exponente: lo pone la base, que es

negativa, junto con el exponente impar. En (a) el exponente también es negativo y el resultado, 1/4,
es positivo.
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Escribe en notacion cientifica 0,00000315 y 47.800.000, y calcula (2,5 x 10°) x (4 x 107°)
dejando el resultado también en notacion cientifica.

Solucién

0,00000315 = 3,15 x 107¢. La coma se mueve seis lugares a la derecha hasta dejar una sola cifra
distinta de cero delante, y por eso el exponente es —6.

47.800.000 = 4,78 x 107. Aqui la coma se mueve siete lugares a la izquierda y el exponente sale
positivo.

En el producto van por un lado los niimeros de delante y por otro las potencias: 2,5 x 4 =10y 106 x
107° = 1072, De momento, 10 x 1073,

Eso todavia no esta en notacion cientifica, porque delante tiene que haber un nimero entre 1y 10
sin llegar a 10. Se recoloca: 10 = 1 x 10%, asi que el resultado es 1 x 1072, es decir 0,01.

Se corrige solo escribiendo el producto sin potencias: 2,5 x 10° son 2.500.000 y 4 x 107° son
0,000000004; al multiplicarlos vuelve a salir 0,01.

A Por eso no vale decir que el exponente del resultado es la suma de los dos exponentes: aqui la
suma da -3y el resultado lleva -2. El nimero de delante puede cambiar el exponente.

H Calcula 3,4 x 10° + 8,7 x 10* y da el resultado en notacion cientifica.

Solucién

Para sumar hace falta que los dos tengan el mismo exponente. Se sube el segundo a 10° moviendo
su coma un lugar a la izquierda: 8,7 x 10* = 0,87 x 10°.

Ahora si se suman los numeros de delante: 3,4 + 0,87 = 4,27.
El resultado es 4,27 x 10°, que ya esta bien escrito porque 4,27 esta entre 1y 10.
Se corrige solo escribiéndolo todo sin potencias: 340.000 + 87.000 = 427.000, y 427.000 = 4,27 x 10°.

A Sumar 3,4y 8,7 directamente daria 12,1, que no es el nUmero de delante de nada: hasta que los
exponentes no coinciden, esos dos nimeros miden cosas de tamafio distinto.

Un gldbulo rojo mide 7 x 10~ m de didmetro y una bacteria, 2 x 107 m. (a) ¢ Cuantas veces
mayor es el glébulo? (b) ¢ Cuantos gldbulos rojos puestos en fila, tocandose, caben en 1 mm?

Solucién

(a) Se dividen las dos medidas: (7 x 107%) + (2 x 107%). Los niimeros de delante dan 7 + 2 =3,5y las
potencias se van, porque 1076+ 106 =10°=1.

El glébulo es 3,5 veces mayor. Al dividir dos longitudes el resultado no lleva unidad, y eso es lo que
tiene que pasar cuando se compara un tamafio con otro.

(b) 1 mm son 1073 m, asi que hay que hacer (1 x 1073) + (7 x 1079).

Los nimeros de delante dan 1 + 7 y las potencias, 1072 + 1075 = 108, Sale 1.000 + 7 = 142,857...

Caben 142 glébulos enteros, y sobra un trozo. Se corrige solo multiplicando hacia atras por los dos
lados: 142 x 7 x 107® m = 9,94 x 10™* m, algo menos que el milimetro; y 143 x 7 x 107 m = 1,001 x
1072 m, algo mas. Hacen falta las dos cuentas: con la primera sola quedaria sin descartar que
cupieran 143.
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I Monomios, polinomios e identidades notables

Lo que hay que saber
Términos semejantes son los que tienen exactamente la misma parte con letras. Unicamente entre ellos
cabe sumar o restar; los demas se quedan tal como estan.
Al restar un polinomio se cambia el signo de todos sus términos, no solo del primero. El grado del
resultado puede bajar si los términos de mayor grado se anulan entre si.
Valor numérico: se sustituye la letra por el nUmero y se opera respetando la jerarquia. Las potencias se
calculan antes que los productos.
Las tres identidades notables, escritas con my n: (m + n)? = m? + 2mn + n?, (m — n)> =m? - 2mn + n?, y
(m + n)(m — n) = m? — n? En las dos primeras, el término del medio es el que hay que escribir antes de dar
el desarrollo por terminado.

Al multiplicar dos polinomios, cada término del primero multiplica a cada término del segundo, y el grado
del resultado es la suma de los dos grados: eso da una primera sefial de si falta algo.

n Con P(x) = 3x3 - 2x + 5y Q(x) = 3x3 + 4x? - 1, calcula (a) P(x) = Q(x) y (b) el valor numérico
P(2).
Solucién
(a) Al restar hay que cambiar el signo de todos los términos de Q, no solo del primero: —Q(x) = —3x3 —
4% + 1.
Ahora se juntan los términos semejantes, los que tienen la misma parte con letra. Los de grado 3: 3x3
- 3x®=0. Los de grado 2: 0 — 4x? = -4x2. Los de grado 1: =2x. Y los nimeros: 5 + 1 = 6.
P(x) = Q(x) = =4x? - 2x + 6, que es de grado 2 aunque los dos de partida fueran de grado 3: los
términos de grado 3 se han anulado entre si, y el resultado esta bien.
(b) El valor numérico se calcula sustituyendo la letra por el nimero: P(2) =3 x23-2x 2 + 5,
P(2)=3x8-4+5=24-4+5=25.
Se corrige solo por otro camino, que ademas ata (a) con (b): Q(2) =24 + 16 -1 =39, y laresta de (a)
enx =2vale -16 - 4 + 6 = —-14. En efecto 25 — 39 = —14, asi que los dos apartados encajan.

n Desarrolla sin hacer la multiplicacion entera: (a) (2x + 5)%; (b) (3x = 1)%; (c) (x + 4)(x - 4).

Solucién

(a) El cuadrado de una suma es el primero al cuadrado, mas el doble del primero por el segundo,
mas el segundo al cuadrado: 4x? + 2 x 2x x 5 + 25 = 4x? + 20X + 25.

(b) Con una resta cambia solo el signo del término del medio: 9x> =2 x 3x x 1 + 1 = 9x2 - 6x + 1. El
ultimo término es positivo, porque es un cuadrado.

(c) Suma por diferencia da la diferencia de los cuadrados, y el término del medio desaparece: x2 - 16.

Para buscarte los fallos, sustituye varios valores en las dos escrituras de cada apartado: si en alguno
no coinciden, hay un error seguro. Con x = 1: en (a), (2 + 5)2=49y 4 + 20 + 25 = 49; en (b), (3 - 1)?
=4y9-6+1=4;en(c),5x(-3)=-15y1-16 =-15.

Yconx=2:en(a), (4+52?=81y16+40+25=81;en(b),(6-1)2=25y 36— 12+ 1 =25; en (c),
6 x (-2) =-12y 4 - 16 = -12. Que coincidan tampoco lo demuestra: 5x? + 17x + 27, que esta mal,
da 49 conx =1y 81 con x = 2, igual que (a). Lo que demuestra el desarrollo es hacerlo término a
término; probar valores sirve para pillar un error, no para dar el desarrollo por bueno.

A Elevar al cuadrado una suma no es lo mismo que elevar cada sumando y sumar después: con 2y
5, (2 + 5)? vale 49 mientras que 22 + 52 vale 29. Lo que falta entre esos dos niimeros, 20, es justo el
término del medio.
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Multiplica (x2 = 3x + 2)(x + 4) y comprueba el resultado.

Solucién

Cada término del primero multiplica a cada término del segundo.

X2 x X =x3y X2 x4 =4x2 Después —3x x X =—3x2y —3x x 4 = =12x. Y por Gltimo 2 x x =2xy 2 x 4 =
8.

Se juntan los semejantes: 4x% — 3x? = x2y —12x + 2x = —10x. Queda x3 + x2 — 10x + 8.

El grado cuadra: grado 2 por grado 1 tiene que dar grado 3.

A Probar valores descarta, pero no demuestra, y no basta con probar unos cuantos: 2x3 — 5x? + x +
2, que no es el resultado, coincide con el buenoenx=1,enx=2yenx =3,y solo se separa en x =
4 (54 frente a 48). La prueba de verdad es rehacer el producto y comparar coeficiente a coeficiente;
probarconx=2,queda(4-6+2)x6=0y8+4-20+8=0, sirve para cazar una errata, no para
darlo por bueno.

Un cuadrado mide x + 3 centimetros de lado. (a) Escribe su area como polinomio
desarrollado. (b) Calcula el area si x = 7, por los dos caminos. (c) Escribe cuanta area tiene de
mas que un cuadrado de lado x.

Solucién
(a) El &rea de un cuadrado es el lado al cuadrado: (x + 3)? = x2 + 6x + 9 centimetros cuadrados.
(b) Por el lado: si x = 7, el lado mide 10 cm y el &rea es 10 x 10 = 100 cm?.

Por el polinomio: 72 + 6 x 7 + 9 = 49 + 42 + 9 = 100 cm?. Coinciden, lo que descarta una errata; que
el desarrollo sea el bueno lo dice la identidad del cuadrado de una suma, no este nimero: x2 + 7x + 2
también da 100 cuando x vale 7.

(c) La diferencia entre las dos areas es (x? + 6x + 9) — x? = 6x + 9 centimetros cuadrados.
Con x = 7 esa diferencia vale 6 x 7 + 9 = 51 cm?, y en efecto 100 — 49 = 51 cm?.

I Factorizacion, Ruffini y teorema del resto

Lo que hay que saber

Factor comun primero. Antes de probar nada mas, mirar si todos los términos comparten un nimero o
una letra: 5x® — 20x = 5x(x? — 4).

Las identidades, leidas al revés. Una resta de cuadrados, m? — n?, se parte en (m — n)(m + n); y m? +
2mn + n? es el cuadrado de (m + n). Antes de darlo por bueno conviene repasar ese término central.

Regla de Ruffini. Solo vale cuando el divisor tiene la forma x — a. Se colocan los coeficientes de mayor a
menor grado, poniendo un 0 en cada grado que no aparezca; el Gltimo nimero de la fila de abajo es el
resto.

Teorema del resto. El resto que deja un polinomio al dividirlo entre x — a se obtiene sustituyendo su letra
por a. Cuando ese resultado es cero, el divisor cabe un nimero exacto de veces. Con x + 2 lo que se
sustituye es -2, no 2.

Buscar raices enteras. Si los coeficientes son enteros, las raices enteras estan entre los divisores del
término independiente, con los dos signos. Es una pista que acorta la busqueda, y deja de servir si ese
término es 0: entonces hay que sacar factor comin x antes de nada.
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iP) Divide por la regla de Ruffini 2x3 + x2 - 8x + 5 entre x - 1, y di el cociente y el resto.

Solucién

Se escriben los coeficientes en orden, 2, 1, -8 y 5, y se usa el 1, que es el nUmero que anula x — 1.
Sebajael2. Luego2x1=2y1+2=3.Luego3x1=3y-8+3=-5.Yporultimo-5x1=-5y5
+(-5)=0.

El Gltimo nimero es el resto, asi que el resto es 0 y el cociente es 2x? + 3x — 5.

El resto se corrige solo con el teorema del resto, sin rehacer la division: tiene que valer P(1) =2 + 1 -
8 + 5 = 0. Cuadra. Pero eso no dice nada del cociente, que se comprueba aparte multiplicando: (x —
1)(2x% + 3x — 5) = 2x3 + 3x? - 5x — 2x2 — 3x + 5 = 2x3 + x%2 — 8x + 5, el polinomio de partida.

A Que el resto sea 0 no significa que el polinomio esté factorizado: solo se ha sacado un factor. El
cociente 2x? + 3x — 5 todavia se parte en (x — 1)(2x + 5), asi que el polinomio entero es (x — 1)(x —
1)(2x + 5) y el 1 es raiz dos veces.

Sin hacer la division, calcula qué resto deja P(x) = x* — 3x2 + 2x — 6 al dividirlo entre x + 2, y di
si X + 2 es un factor de P(x).

Solucién

Para saber el resto no hace falta dividir: basta con sustituir la letra por el nUmero que anula al divisor.
Aqui el divisor es x + 2, que se lee x — (-2), asi que ese nimero es —2.

P(-2) = (-2)* -3 x (-2)? + 2 x (-2) — 6.

Cada trozo: (-2)* = 16, después 3 x 4 = 12 que va restando, después 2 x (-2) = -4, y el —6.

16 - 12 - 4 - 6 = —6. El resto es -6.

X + 2 no es factor de P(x), porque para serlo el resto tendria que valer 0. Y hay que cuidar el signo
del nimero que se sustituye: con x + 2 lo que se sustituye es -2, no 2.

Se corrige solo haciendo la division de verdad, por Ruffini con el =2, que es un camino distinto: los
coeficientesson 1,0, -3,2y -6. Se bajael 1;1 x (-2)=-2y0-2=-2;-2%x(-2)=4y-3+4=1;1
x(-2)=-2y2-2=0;0x%x(-2)=0y -6 + 0 = —6. El resto vuelve a ser -6.

Factoriza: (a) 5x3 = 20x; (b) x2 — 14x + 49; (c) 3x2 - 27.

Solucién

(a) Primero el factor comun, que es el paso que conviene no saltarse: 5x® — 20x = 5x(x> - 4). Y x> - 4
es una diferencia de cuadrados: 5x(x — 2)(x + 2).

(b) Tiene forma de cuadrado de una resta. El término del medio tendria que ser 2 x x x 7 = 14x, y es
justo lo que hay: (x = 7)2.

(c) También hay factor comun: 3x? — 27 = 3(x? - 9), y x? — 9 vuelve a ser diferencia de cuadrados: 3(x
- 3)(x + 3).

Para buscarte los fallos, sustituye varios valores en las dos escrituras: si en alguno no coinciden hay
un error seguro, y si coinciden solo queda descartada la errata. Con x=1:en (a),5-20=-15y 5 x
1x(-1)x3=-15;en(b),1-14+49=36y (-6)>=36;en(c),3 -27=-24y 3 x (-2) x 4 = -24,
Conx=4:en(a),320-80=240y5x4x2x6=240;en (b), 16 -56+49=9y (4 - 7)2=9; en (c),
48 - 27 =21y 3 x 1 x 7 =21. Conviene evitar los valores que anulan algun factor, porque ahi los dos
lados dan 0 y no se comprueba gran cosa. Lo que si demuestra la factorizacion es multiplicar los
factores y ver si vuelve a salir el polinomio de partida.
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15

Factoriza por completo P(x) = x® = 7x + 6. Busca antes sus raices enteras entre los divisores
de 6.

Solucién

Los divisores de 6 son 1, 2, 3y 6, con los dos signos. Se prueban con el teorema del resto hasta dar
con uno que anule el polinomio.

P1)=1-7+6=0,asique 1esraizy x -1 es factor.

En la fila de Ruffini hay que poner un 0 en el lugar del grado 2, que aqui no aparece: los coeficientes
sonl1,0,-7y6.Usandoel l:sebajael1;1x1=1y0+1=1;1x1=1y-7+1=-6;,-6x1=-6
y 6 — 6 = 0. El cociente es x? + x — 6.

Ese cociente es de segundo grado y se parte buscando dos nimeros que multiplicados den -6y
sumados den 1: son 3y -2. Queda x? +x — 6 = (X + 3)(x — 2).

P(x) = (x — 1)(x + 3)(x — 2). Dar un valor a las dos escrituras sirve para descartar: con X = 4, por un
lado 64 — 28 + 6 =42 y por otro 3 x 7 x 2 = 42. Y lo que lo demuestra es multiplicar: (x + 3)(x — 2) =
X2+ X —6,ydespués (X — 1) (X2 +xXx-6)=x3+x2-6x—-x>-x+6=x3-7x+6.

I Ecuaciones de segundo grado

Lo que hay que saber

Sin término independiente (por ejemplo 3x? — 12x = 0): se saca factor comdn x. Salen dos soluciones y
una de ellas es 0, salvo que falte también el término con x sola, como en 3x? = 0, donde la Gnica solucién
es 0. A Dividir los dos lados entre x hace desaparecer esa solucion.

Sin término en x (por ejemplo 2x? - 50 = 0): se despeja x? y se toman los dos nimeros cuyo cuadrado da
ese valor, uno positivo y otro negativo; si x? queda 0, esos dos nimeros son el mismo y la Gnica solucion
es 0, y si queda negativo, no hay solucién con los nimeros de este curso.

La férmula general, cuando la ecuacion queda ordenada como ax? + bx +c=0yanovale 0, es x = (-b +
V(b? - 4ac)) dividido entre (2a). Se lee asi: arriba va b cambiado de signo, y a ese nimero se le sumay se
le resta la raiz de b? — 4ac; cada uno de los dos resultados se parte entre 2a. El orden importa: la raiz se
suma o se resta a —b, no al revés. Antes de sustituir hay que anotar a, b y ¢ con su signo, sin saltarse
ninguno.

Toda solucién se comprueba sustituyéndola en la ecuacion de partida. Que salga un nimero entero o
redondo no prueba nada.

En un problema hay dos pasos, no uno: resolver la ecuacion y después mirar cuales de las soluciones
sirven. Una longitud, una edad o un nimero de personas no pueden salir negativos, y descartar una
solucion por eso no significa que la ecuacion estuviera mal.

Resuelve: (a) 3x2 = 12x = 0; (b) 2x> - 50 = 0.

Solucién
(a) No hay término suelto sin letra, asi que se saca factor comuan: 3x(x — 4) = 0.

Un producto vale 0 cuando uno de los dos factores vale 0: 0 bien 3x =0, o bien x — 4 = 0. Las
solucionesson x =0y x = 4.

(b) Aqui falta el término con x sola. Se despeja: 2x? = 50, 0 sea x? = 25.

Hay dos nimeros cuyo cuadrado es 25: x =5y x = =5. Las dos se comprueban en la ecuacién de
partida: 2 x 25 — 50 = 0 en los dos casos.

A En (a) no se puede dividir entre 3x los dos lados. Quedaria x — 4 = 0 y solo saldria x = 4: dividir
entre algo que puede valer 0 hace desaparecer precisamente la soluciéon x = 0.
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Resuelve x? = 7x + 10 = 0 y comprueba las dos soluciones.

Solucién

Se identifican los tres ndmeros con su signo: a=1,b =-7y c = 10.

Dentro de laraiz de la férmulavab? —4ac=(-7)?-4x1x10=49-40=9,y V9 = 3.
X=(7x3)+2.Porunlado (7+3)+2=5yporotro (7-3)+2=2.

La comprobacion, que es la parte que decide: conx=5,25-35+10=0.Conx=2,4-14+ 10
= 0. Las dos cumplen.

A Que las soluciones salgan enteras no significa que estén bien. Si te hubieras dejado el signo de b
y hubieras escrito b = 7, saldrian -5 y -2, enteras también, y ninguna cumple la ecuacion: 25 + 35 +
10 = 70. Lo tnico que lo decide es sustituir.

Resuelve 2x% + 5x - 3 = 0.

Solucién

a=2,b=5yc=-3.Dentro de laraiz: 52 — 4 x 2 x (-3) = 25 + 24 = 49. Ojo al signo, porque -4 x 2 x
(—=3) suma.

V49 =7,y abajo va 2a = 4. Entonces x = (-5 + 7) + 4.

Porunlado (-5 +7) + 4 =2/4=1I2. Porotro (-5 -7) +4=-12/4 = -3.

Comprobaciéncon x =1/2: 2x 1/4+5%x1/2-3=1/2+5/2-3=3-3=0.

Comprobacién con x=-3:2x9+5 x (-3) -3 =18 - 15 -3 =0. Las dos cumplen.

Un rectangulo tiene el largo 3 cm mayor que el ancho y su area es de 54 cm?. (a) Calcula sus
dos dimensiones. (b) Calcula su perimetro.

Solucién

(a) Se llama x al ancho en centimetros; entonces el largo mide x + 3 centimetros y el area es x(x + 3)
=54,

Se ordena: x? + 3x — 54 = 0. Dentro de laraiz: 32 - 4 x 1 x (-54) =9 + 216 = 225, y V225 = 15,
x=(-3x15)+2,0seax=6yx=-9. Elancho mide 6 cm y el largo, 9 cm; se comprueba en el
enunciado: 6 x 9 = 54 cm?.

(b) El perimetro es 2 x (6 + 9) = 30 cm.

A Que salga x = -9 no significa que el planteamiento esté mal: esa soluciéon cumple la ecuacion (81
- 27 - 54 =0) ylo que no puede es ser un ancho, porque una longitud no es negativa. Resolver la
ecuacion y resolver el problema son dos cosas distintas, y hay que hacer las dos.
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I Sistemas de ecuaciones: igualacidon y casos raros

Lo que hay que saber

Método de igualacion: en cada una de las dos ecuaciones se deja sola la misma letra, y luego se escribe
que los dos resultados obtenidos valen lo mismo. Queda una ecuacién con una sola letra.

La solucidén es una pareja de numeros, no un nimero suelto. Una vez hallada una incégnita, la otra sale
sustituyendo en la ecuacién mas sencilla de las dos.

Cuando desaparecen las dos incégnitas hay que mirar qué ha quedado: una igualdad falsa (0 = 18)
significa que el sistema no tiene ninguna solucién, y una igualdad cierta (0 = 0), que tiene infinitas.

Para plantear un problema, escribir primero qué representa cada letra, con sus unidades. Después, una
ecuacion por cada dato del enunciado que relacione las dos cantidades.

Al terminar, mirar si el resultado cabe en el enunciado: un nimero de vehiculos o de entradas tiene
que salir entero y no negativo, y si no, hay que revisar el planteamiento. El 0 vale, salvo que el enunciado
obligue a que haya de los dos tipos.

m Resuelve por el método de igualacion: x +y =11y 3x -y =9.

Solucién

Igualar consiste en despejar la misma incégnita en las dos ecuaciones y escribir que las dos
expresiones valen lo mismo.

De la primera: x =11 - y. De la segunda: 3x=9+y,0seax=(9+y) + 3.
Seigualan: 11 -y = (9 +y) + 3. Se quita el denominador multiplicando todo por 3: 33 -3y =9 +.
Sejuntanlasyaunlado: 33 -9 =y + 3y, 0 sea 24 =4y, de dondey = 6. entonces x =11 -6 =5.

La solucion es la pareja x =5 e y = 6, y hay que probarla en las dos ecuaciones: 5+6 =11y 3 x5 -
6 =15 -6 =9. Las dos cuadran.

Estudia cuantas soluciones tiene cada sistema. (a) 2x — 3y = 4 junto con —4x + 6y = 10. (b) 2x
— 3y =4 junto con -4x + 6y = -8.
Solucién
(a) Se multiplica la primera ecuacion por 2 para que los términos con x se puedan anular: 4x — 6y = 8.

Al sumarla con la segunda desaparecen las dos incégnitas y queda 0 = 18, que es falso. El sistema
(a) no tiene solucién: no hay ninguna pareja que cumpla las dos.

(b) Se hace lo mismo: la primera por 2 da 4x — 6y = 8, y sumandola con la segunda queda 0 = 0, que
se cumple con cualquier pareja de nimeros.

El sistema (b) tiene infinitas soluciones: la segunda ecuacion es la primera multiplicada por -2,
asi que no aporta nada nuevo. Vale cualquier pareja que cumpla 2x — 3y = 4, por ejemplox=2ey =
0,o0x=5ey=2.

A Que desaparezcan las dos incégnitas no basta para decir que no hay solucién: hay que mirar qué
gqueda. Una igualdad falsa significa que no hay ninguna, y una igualdad cierta, que hay infinitas.

E En una sesion de cine se han vendido 120 entradas y se han recaudado 852 €. La entrada de
adulto vale 8 € y la de menor de edad, 5 €. ¢ Cuéntas entradas se han vendido de cada tipo?

Solucién

Antes de plantear nada se escribe qué representa cada letra, con su unidad: a son las entradas de
adulto y n, las de menor de edad.

El recuento de entradas da a + n = 120. El dinero da 8a + 5n = 852, porque cada entrada de adulto
aporta 8 € y cada una de menor, 5 €.
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Para que las n se vayan, se multiplica la primera por 5: 5a + 5n = 600. Restandola de la segunda
queda 8a — 5a = 852 - 600, o sea 3a = 252.

a = 84 entradas de adulto y, volviendo al recuento, n = 120 — 84 = 36 de menor de edad.

Se repasan las dos condiciones del enunciado: 84 + 36 = 120 entradas, y 84 x 8 + 36 x 5 =672 +
180 = 852 €. Los dos resultados salen enteros, que es lo que tiene que ocurrir cuando se cuentan
entradas.

I El teorema de Pitagoras en el espacio

Lo que hay que saber

En un triangulo rectangulo, la hipotenusa elevada al cuadrado vale lo mismo que los dos catetos
elevados al cuadrado y sumados. La hipotenusa es el lado que queda enfrente del angulo recto, y mide
mas que cualquiera de los otros dos.

Para hallar un cateto hay que restar, y no sumar: su cuadrado vale el de la hipotenusa menos el del
cateto que se conoce. Si esa resta da un nUmero negativo, con esas medidas no se puede formar un
triangulo rectangulo.

La diagonal de un ortoedro sale aplicando el teorema dos veces: primero la diagonal de la base con el
largo y el ancho, y después esa diagonal con la altura. Al final, su cuadrado coincide con largo? + ancho? +
alto?.

Dénde hay un tridngulo rectangulo sin que lo diga el enunciado: al trazar la altura de un tridngulo con
dos lados iguales, al partir un rectangulo por su diagonal, y entre la altura de una piramide regular y el
apotema de su base. Esos dos se cortan en angulo recto, justo en el centro de la base.

Control del resultado: la hipotenusa tiene que salir mayor que cada cateto, y un cateto, menor que la
hipotenusa. Un resultado que no cumple eso esta mal, aunque la cuenta parezca bien hecha.

Una caja tiene forma de ortoedro y mide 12 cm de largo, 9 cm de ancho y 8 cm de alto. (a)
Calcula la diagonal de su base. (b) Calcula la diagonal de la caja, la que va de un vértice al
opuesto.

Solucién

(a) La base es un rectangulo de 12 cm por 9 cm, y su diagonal lo parte en dos triangulos rectangulos
cuyos catetos son esos dos lados.

Diagonal de la base al cuadrado = 122 + 92 = 144 + 81 = 225, asi que la diagonal de la base mide
15 cm.

(b) Esa diagonal y la altura de la caja forman a su vez un triangulo rectangulo, y su hipotenusa es la
diagonal que se pide.
Diagonal al cuadrado = 152 + 82 = 225 + 64 = 289, y la diagonal de la caja mide 17 cm.

Se corrige solo juntando los dos pasos en uno: 122 + 92 + 82 = 144 + 81 + 64 = 289, el mismo 289. Y
el resultado, 17 cm, es mayor que cualquiera de las tres aristas, como tiene que ser la hipotenusa.

m Una antena vertical de 24 m de alto se sujeta con un cable tirante que va desde su punta hasta
una estaca clavada en un suelo horizontal, a 7 m de la base. (a) ¢ Cuanto mide el cable? (b) Si
hay que comprar 1,5 m de mas para atarlo por los dos extremos, ¢, cuanto cable se compra?

Solucién

(a) La antena, el suelo y el cable forman un triangulo rectangulo: el angulo recto esta en la base de la
antena, y el cable es la hipotenusa.

Cable al cuadrado = 242 + 72 = 576 + 49 = 625, asi que el cable mide 25 m.
(b) Se compran 25 + 1,5 = 26,5 m.
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Se corrige solo dando la vuelta a la cuenta: si el cable mide 25 m y la antena 24 m, la distancia al
suelo tendria que salir de 252 — 242 = 625 — 576 = 49, y V49 = 7 m, que es el dato del enunciado.

A Comprobar que los dos catetos reconstruyen la hipotenusa no detecta haberlos intercambiado,
porque 242 + 72y 7% + 242 son la misma suma; aqui ese intercambio tampoco cambia el resultado,
porque el cable sale el mismo. Lo que si lo cambia es equivocarse de papel: tomando el cable por un
cateto y la antena por la hipotenusa saldria 242 — 72 = 527. Ese lado mediria entre 22 y 23 m, menos
que la propia antena, y eso es imposible con el cable tirante.

E Un triangulo isésceles tiene los dos lados iguales de 13 cm y la base de 10 cm. (a) Calcula su
altura sobre la base. (b) Calcula su area.

Solucién

(a) La altura sobre la base de un triangulo isésceles cae en el punto medio de esa base y la parte en
dos trozos iguales de 5 cm.

Se forma asi un triangulo rectangulo cuya hipotenusa es el lado de 13 cm y uno de cuyos catetos
mide 5 cm. El otro cateto es la altura.

Altura al cuadrado = 13? - 5% = 169 - 25 = 144, asi que la altura mide 12 cm.
(b) Area = base por altura dividido entre dos = 10 x 12 + 2 = 60 cmZ.

Se corrige solo volviendo a Pitdgoras hacia delante: 5% + 122 = 25 + 144 = 169 = 132. Y la altura, 12
cm, sale menor que el lado de 13 cm, que es lo que debe pasar cuando se calcula un cateto.

I Semejanza y teorema de Tales

Lo que hay que saber

Dos figuras son semejantes si sus angulos coinciden uno a uno y sus lados correspondientes guardan
todos la misma razén de semejanza k. Los lados se emparejan por la posicidon que ocupan, no por el
orden en que vienen escritos.

En triangulos hay atajos: basta con que tengan dos angulos iguales (el tercero sale solo, porque los tres
suman 180°), o con que los tres lados sean proporcionales.

Teorema de Tales: cuando varias rectas paralelas cortan a otras dos, los trozos que quedan marcados
sobre una de ellas guardan la misma proporcién que los trozos marcados sobre la otra.

Escala 1:n significa que cada unidad del plano son n unidades de la realidad. El cambio de escala y el
cambio de unidad son dos operaciones distintas y hay que hacer las dos.

Control del resultado: al terminar, dividir cada lado del grande entre el lado que le corresponde del
pequefio. Si las divisiones no dan todas el mismo nimero, algun lado esta emparejado con el que no era.

E Un triangulo tiene los lados de 6 cm, 8 cm y 10 cm. Otro triangulo semejante a él tiene su lado
menor de 15 cm. (a) Calcula la razén de semejanza. (b) Calcula los otros dos lados.

Solucién

(a) La razdén de semejanza se saca de dos lados que se correspondan, y el que corresponde al
menor es el menor: k =15 + 6 = 5/2, es decir 2,5.

(b) Los demas lados se multiplican por esa misma razon: 8 x 5/2 =20 cm y 10 x 5/2 = 25 cm.

Se corrige solo comprobando que las tres divisiones dan lo mismo: 15+6=2,5,20+8=25y 25+
10=25.

Y hay una segunda comprobacién que ademas es bonita: el de partida cumple 62 + 82 = 36 + 64 =
100 = 102, asi que es rectangulo; el semejante tiene que serlo también, y en efecto 152 + 20% = 225 +
400 = 625 = 252,

A Hay que emparejar cada lado con el que le corresponde, no por el orden en que estan escritos. Si
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se toma el 15 como el que corresponde al lado de 8, sale k =15+ 8 =1,875 y los otros dos lados
darian 11,25 cmy 18,75 cm: el menor del triangulo nuevo seria 11,25 y no 15, justo lo contrario de lo
que dice el enunciado.

Tres rectas paralelas cortan a otras dos rectas. Recorriendo esas dos en el mismo sentido, en
la primera quedan marcados dos segmentos seguidos de 4 cm y 6 cm, y en la segunda el
primero de los dos segmentos mide 10 cm. ¢ Cuanto mide el segundo?

Solucién

El teorema de Tales dice que esos segmentos son proporcionales: el primero es al segundo en una
recta como el primero es al segundo en la otra.

Se escribe la proporcién cuidando el orden: 4 + 6 = 10 + x, donde x es lo que se busca.
Multiplicando en cruz: 4x = 60, asi que x =15 cm.

Se corrige solo comparando las dos rectas entre si en vez de dentro de cada una: 10 +4 =25y 15+
6 = 2,5. Las dos formas de escribir la proporcion tienen que llevar al mismo sitio.

A Sise cruzan los términos y se escribe 4 + 6 = x + 10, sale x = 40/6, unos 6,67 cm, que ademas es
menor que el segmento de 10 cm cuando deberia ser mayor: el segundo trozo es mas largo que el
primero en la recta de arriba, y también tiene que serlo en la de abajo.

m Un poste vertical de 2 m de alto proyecta sobre suelo horizontal una sombra de 1,5 m. A la
misma hora, y sobre ese mismo suelo, un edificio también vertical proyecta una sombra de 18
m. ¢ Cuanto mide el edificio?
Solucioén

A la misma hora los rayos del sol llegan con la misma inclinacién, asi que el poste con su sombra y el
edificio con la suya forman dos triangulos rectangulos semejantes.

Se emparejan altura con altura y sombra con sombra: 2 + 1,5 =h + 18.

Multiplicando en cruz: 1,5 x h = 36, 0 sea h =24 m.

Se corrige solo comprobando que la razén entre altura y sombra es la misma en los dos: 2 + 1,5 =
4/3y 24 + 18 = 4/3.

A La condicién de «a la misma hora» no es un adorno del enunciado: si las dos sombras se

midieran en momentos distintos, los triangulos no tendrian los mismos &ngulos y la proporcién no
valdria.

a En un plano dibujado a escala 1:250, una habitacion es un rectangulo de 4 cm por 3 cm. (a)
Calcula sus medidas reales en metros. (b) Calcula su perimetro real.

Solucién

La escala 1:250 significa que cada centimetro del plano son 250 centimetros de la realidad.

(a) El lado de 4 cm son 4 x 250 = 1.000 cm, que son 10 m. El de 3 cm son 3 x 250 = 750 cm, que
son 7,5 m.

(b) El perimetro real es 2 x (10 + 7,5) = 35 m.

Se corrige solo por el otro camino: el perimetro en el plano es 2 x (4 + 3) = 14 cm, y 14 x 250 = 3.500

cm, que son 35 m. Las longitudes se multiplican todas por la misma escala, asi que da igual
multiplicar antes o después de sumar.

A El paso de centimetros a metros se hace dividiendo entre 100, no entre 250: son dos cosas
distintas que caen seguidas. La escala convierte plano en realidad y la division entre 100 convierte
centimetros en metros.
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I Cuerpos geométricos: volimenes compuestos y capacidad

Lo que hay que saber
Prismay cilindro: se multiplica el &rea de la base por la altura. Piramide y cono: ese mismo producto,
dividido entre 3. Esfera: 4/3 x 1t x radio®.
En un cuerpo compuesto se suman los volimenes de las piezas que se afiaden y se restan los de los
huecos. Antes de sumar, todas las medidas tienen que estar en la misma unidad.
Capacidad: 1 cm?® es 1 mililitro, 1 dm? es 1 litro, y un metro clbico equivale a 1.000 litros. Pasar de
volumen a capacidad es cambiar de nombre, no calcular nada nuevo.

Cuando un cuerpo se hunde del todo en un liquido y el recipiente tiene la misma anchura a cualquier
altura, el liquido sube el volumen del cuerpo repartido por el area de la base del recipiente: subida =
volumen = area de la base. Con un recipiente que se estreche, o si el liquido se derrama, esa cuenta ya no
vale.

Dejar 1t sin multiplicar hasta el final ahorra errores y a veces el 1t se va solo al dividir dos volimenes o un
volumen entre un area. Si hay que dar un nimero, se dice qué valor de 1t se ha usado.

m Un deposito tiene forma de cilindro de 80 cm de radio y 2 m de altura. (a) Calcula su volumen
en metros cubicos, dejandolo en funcién de 1t y también con 1t = 3,14. (b) Di cuantos litros
caben.

Solucién
Lo primero es poner las dos medidas en la misma unidad, porque vienen en centimetros y en metros:

80cm =0,8 m.
(a) El volumen de un cilindro es el area de la base por la altura: 1t x 0,82 x 2 = 11 x 0,64 x 2 = 1,287t
m3,

Con 1t = 3,14 queda 1,28 x 3,14 = 4,0192 m?®.
(b) Un metro cubico son 1.000 litros, asi que caben 4,0192 x 1.000 = 4.019,2 litros.

A Para corregirte, rehaz la cuenta entera en centimetros y compara: 1 x 802 x 200 = 1.280.000Tt
cm3, que con Tt = 3,14 son 4.019.200 cm?; como un litro son 1.000 cm?, vuelven a salir 4.019,2 litros.
Hace falta hacer eso, o mirar antes de empezar que las dos medidas estén en la misma unidad,
porque el error no se delata solo: quien multiplique 802 por 2 obtiene 40.192 donde van 4,0192, y ese
namero por si mismo no tiene nada de raro.

Un cuerpo esta formado por un cubo de 6 cm de arista y, pegada encima, una piramide que
tiene por base la cara superior del cubo y 4 cm de altura. Calcula el volumen total.

Solucién

El volumen del cubo es la arista al cubo: 6 x 6 x 6 = 216 cm?.

La base de la pirdmide es la cara del cubo, un cuadrado de 6 cm de lado, y su area vale 36 cm?.
El volumen de la piramide es el area de la base por la altura dividido entre 3: 36 x 4 + 3 = 48 cm?.

Como las dos piezas estan pegadas una encima de la otra y no se solapan, los volimenes se
suman: 216 + 48 = 264 cmd.

A El «+ 3» de la pirdmide cambia mucho el resultado, y hay una cota que decide sin discutir: la
piramide tiene la misma base que el cubo y es mas baja, asi que su volumen no puede pasar de un
tercio del cubo, o sea de 216 + 3 = 72 cm®. Los 48 cm? caben ahi; los 144 cm?® que salen al olvidar el
«+ 3», no.
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Un vaso cilindrico de 4 cm de radio y 15 cm de alto contiene agua hasta una altura de 9 cm.
Se meten dentro 6 bolas de acero de 2 cm de radio cada una, que quedan totalmente
cubiertas. (a) ¢ Cuanto sube el nivel del agua? (b) ¢, Se derrama?

Solucién

(a) Cada bola ocupa 4/3 x 1t x 23 = 3211/3 cm?®. Las seis ocupan 6 x 3211/3 = 6471t cm?3.

Ese volumen es el que empuja el agua hacia arriba, pero la subida no es 64T: el agua se reparte por
toda la base del vaso, cuya area vale 1t x 42 = 1671 cm?.

La subida es el volumen dividido entre el area de la base: 641 + 16T = 4 cm. El 1t se va solo, asi que
el resultado es exacto y no hace falta aproximarlo.

(b) El nivel pasade 9cm a9 + 4 =13 cm, y el vaso mide 15 cm: no se derrama, y sobran 2 cm.

Se corrige solo por el otro camino: si el agua sube 4 cm en un vaso de 161 cm? de base, el volumen
metido tiene que ser 167 x 4 = 6411 cm?, que es justo lo que ocupan las seis bolas.

I Movimientos en el plano: traslaciones, giros y simetrias

Lo que hay que saber
Traslacién segun el vector (a, b): el punto (x, y) pasa a (x + a, y + b). Para hallar el vector entre dos
puntos se restan las coordenadas del de llegada menos las del de partida, en ese orden.

Simetrias respecto de los ejes: respecto del eje horizontal, el de las x, el punto (x, y) pasa a (x, -y);
respecto del eje vertical, el de las y, pasa a (=X, y). Cambia la coordenada que no da nombre al eje.

Giros alrededor del origen: 90° en el sentido contrario a las agujas del reloj lleva (x, y) a (-y, x); 180°
lleva (x, y) a (=%, =y); 270° en ese mismo sentido lleva (x, y) a (y, —X).

Encadenar movimientos: dos giros seguidos alrededor del mismo punto y en el mismo sentido suman sus
angulos, y las dos simetrias respecto de los ejes, una detras de otra, dan el mismo resultado que el giro de
180°.

Qué se conserva y qué no: las distancias y los angulos no cambian con ninguno de los tres movimientos.
Lo que si cambia con una simetria es la orientacion, y por eso, deslizando sin levantar, cada punto no
vuelve al sitio del que le corresponde. El contorno puede coincidir —un cuadrado reflejado en uno de sus
ejes ocupa el mismo hueco—, pero sus vértices han cambiado de puesto.

Un triangulo tiene los vértices A(1, 2), B(5, 2) y C(5, 5), y se traslada segun el vector (=3, 4). (a)
Escribe los tres vértices que se obtienen. (b) Comprueba que los lados miden lo mismo que
antes.

Solucién

(a) Trasladar segun el vector (-3, 4) es restar 3 a la primera coordenada y sumar 4 a la segunda, en
los tres puntos por igual.

A'(-2,6),porquel -3=-2y2+4=6.B"'(2,6), porque5-3=2.YC'(2,9), porque 5+4=09.

(b) El lado AB es horizontal y mide 5 — 1 = 4 unidades; A'B' mide 2 — (=2) = 4. El lado BC es vertical y
mide 5-2=3; B'C'mide 9 -6 =3.

El lado AC es el que se mide con Pitagoras: avanza 4 y sube 3, asi que vale V(16 + 9) =v25=5.Y
A'C'avanza 2 — (-2) =4 y sube 9 - 6 = 3, 0 sea también 5.

Los tres lados coinciden, que es lo que tiene que pasar: una traslacion mueve el triangulo entero sin
estirarlo ni encogerlo.
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Del punto P(-4, 3) escribe: (a) su simétrico respecto del eje vertical; (b) su simétrico respecto
del eje horizontal; (c) el punto al que va si se gira 180° alrededor del origen.

Solucién

(a) La simetria respecto del eje vertical, el de las y, cambia el signo de la primera coordenada y deja
la segunda: (4, 3).

(b) La simetria respecto del eje horizontal, el de las x, cambia el signo de la segunda y deja la
primera: (-4, —=3).

(c) El giro de 180° alrededor del origen cambia el signo de las dos coordenadas: (4, —3).

Se corrige solo encadenando las dos simetrias: si al resultado de (a), que es (4, 3), se le aplica la
simetria de (b), sale (4, —3), que es exactamente el resultado de (c). Hacer las dos simetrias

seguidas equivale al giro de media vuelta, aunque eso confirma (c) y no distingue (a) de (b): si se
hubieran cambiado las dos reglas entre si, el encadenado daria exactamente o mismo.

A Conviene mirar bien el nombre de cada eje: el vertical es el de las y, y reflejarse en él cambia la x.
Se comprueba mirando qué coordenada ha cambiado de signo.

E Gira el punto Q(2, 5) un angulo de 90° alrededor del origen en el sentido contrario a las agujas
del reloj. (a) Escribe el punto que se obtiene. (b) Gira ese resultado otros 90° en el mismo
sentido y escribe el punto final. (¢) Comprueba que se llega al mismo sitio que con un solo giro
de 180°.

Solucioén

(a) Ese giro lleva el punto (x, y) al punto (-y, X). Con Q(2, 5) sale Q' (-5, 2).

(b) Se aplica la misma regla a Q'(-5, 2): la primera coordenada del nuevo punto es -2 y la segunda
es -5. Sale Q" (-2, -5).

(c) El giro de 180° cambia el signo de las dos coordenadas de Q(2, 5) y da (-2, —5), el mismo punto.
Dos cuartos de vuelta seguidos en el mismo sentido son media vuelta.

Se corrige solo de dos maneras, porque una sola no basta. La distancia al origen no cambia con un
giro: para Q es V(4 + 25) = V29, para Q' es V(25 + 4) = V29 y para Q" es V(4 + 25) = v29. Y el sentido
se mira por el cuadrante: Q esta a la derechay arriba, y un cuarto de vuelta contrario a las agujas lo
lleva a la izquierda y arriba, con la primera coordenada negativa. Girando al revés habria salido (5,
-2), que esta a la misma distancia.

m Una traslacion lleva el punto A(3, —1) al punto A'(7, 2). (a) ¢, Cual es el vector de esa traslacién?
(b) ¢,A qué punto lleva al punto B(-5, 4)? (c) ¢ De qué punto venia el punto C'(0, 0)?
Solucién

(a) El vector se obtiene restando las coordenadas del punto de partida a las del de llegada: 7 -3 =4
y 2 - (-1) = 3. El vector es (4, 3).

(b) Se le aplicaaB(-5,4):-5+4=-1y4+3=7.Sale B' (-1, 7).

(c) Aqui se va hacia atras, asi que se resta el vector en vez de sumarlo: 0 -4=-4y 0 -3 =-3. El
punto de partida era C(-4, —-3).

Se corrige solo deshaciendo el camino en (c): si a C(-4, —3) se le suma el vector (4, 3), sale (0, 0),
que es donde tenia que llegar.

A El orden de laresta en (a) importa: si se hace al revés, 3 -7 =-4y -1 -2 = -3, sale el vector (-4,
-3), que es el de la traslacién que va de A' a A, justo la contraria.
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I Funciones: cortes con los ejes, crecimiento y funciones a trozos

Lo que hay que saber
Qué es f(3). Es el resultado que la funcién asigna a x = 3, y se calcula sustituyendo. Se dice que 3 tiene
por imagen ese resultado, y a cada x le corresponde uno solo.

Dénde corta a cada eje. Para el vertical se sustituye x por 0. Para el horizontal se plantea f(x) =0y se
resuelve, y ahi pueden salir varios puntos, o ninguno.

En f(x) = mx + n, el nmero m dice cuanto cambia el resultado cada vez que x aumenta en una unidad:
con m positivo sube y con m negativo baja, y lo hace en una cantidad fija.

Funcion a trozos: cada intervalo tiene su propia expresiéon. Antes de calcular nada hay que ver en qué
intervalo cae el valor, y en el punto donde cambian hay que mirar qué da cada una para saber si hay un
salto.

Comparar dos resultados no basta para decir si la funcion sube o baja entre ellos: puede haber bajado y
vuelto a subir por el camino. Para saberlo hace falta conocer la funcién entre los dos valores, no solo en los
extremos.

2y4l De la funcion f(x) = -2x + 6: (a) calcula f(0) y f(4); (b) calcula el punto donde corta al eje
horizontal; (c) di si sube o si baja al avanzar x, y en cuanto.

Solucién

(@) Laimagende Oesf(0)=-2x 0+ 6 =6,y laimagen de 4 es f(4) = -8 + 6 = =2.

(b) Cortar el eje horizontal significa que la segunda coordenada vale 0, asi que se resuelve —2x + 6 =
0.

De ahi 2x = 6 y x = 3. El punto de corte es (3, 0), y se comprueba: f(3) = -6 + 6 = 0.

(c) Baja: cada vez que x avanza una unidad, el resultado pierde 2. Se ve en los dos valores de (a),
porque de x = 0 a x = 4 hay cuatro unidades de avance y el resultado cae de 6 a -2, es decir 8
menos, que son 4 x 2,

El corte con el eje vertical, por cierto, ya estaba calculado: es el punto (0, 6), porque cortar ese eje
significa hacer x = 0.

m De la funcién g(x) = x2 — 4x + 3: (a) calcula g(0), g(2) y g(4); (b) calcula los puntos donde corta
al eje horizontal; (c) di en qué valor de x alcanza su resultado mas pequefo y cuanto vale ahi.

Solucién

(@) g(0) =3. Después g(2) =4-8+3=-1.Yg(4)=16-16 +3 =3.

(b) Se resuelve x> —4x + 3 =0. Dentro de laraiz: 16 - 12 =4,y V4 =2, asi que x = (4 + 2) + 2 y salen
x=3yx=1. Cortaen(1,0)yen(3,0).

(c) Se reescribe la expresion completando un cuadrado: x? —4x + 3= (x - 2)?+3 -4 =(x - 2)? - 1.

Un cuadrado no puede ser negativo, asi que lo mas pequefio que puede valer (x — 2)? es 0, y eso
ocurre cuando x = 2. Entonces el resultado méas pequefio es -1, alcanzado en x = 2. Cuadra con
9(2) = -1 de (a).

A Este apartado ensefia de paso que comparar solo dos valores no dice si la funcién sube o baja
entre ellos: g(0) y g(4) valen los dos 3, y en medio la funcién ha bajado hasta -1 y ha vuelto a subir.
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E Una funcién vale f(x) = 2x + 1 cuando x < 3 y f(x) = 10 — x cuando x = 3. (a) Calcula f(0), f(2),
f(3) y f(8). (b) Di si hay un salto en x = 3.

Solucién

(a) Lo primero es mirar en qué trozo cae cada valor. EI 0y el 2 son menores que 3, asi que les toca
la primera expresion: f(0) =1y f(2) =4+ 1 =5.

El 3y el 8 cumplen x = 3, asi que les toca la segunda: f(3) =10-3=7yf(8) =10 -8 = 2.

(b) Para saber si hay salto se mira qué pasa al llegar a 3 por cada lado. Por la izquierda, la primera
expresion se acercaa 2 x 3+ 1 =7. Por la derecha, la segundada 10 -3 =7.

Los dos valores coinciden, asi que no hay salto en x = 3: la funcién se puede recorrer entera sin
levantar el lapiz.

A Cambiar de expresion no obliga a saltar. Si el segundo trozo fuera f(x) = 12 — x, por la derecha
daria 9 y por la izquierda 7, y entonces si habria un salto de 2 unidades justo en x = 3.

Un taxi cobra 3,50 € al empezar y 1,20 € por kilémetro. (a) Escribe la férmula que relaciona el
precio con los kilémetros. (b) Calcula el precio de un viaje de 7 km. (c) Si el viaje ha costado
17,90 €, ;cuantos kilbmetros se han hecho?

Solucién

(a) Se llama x al numero de kildmetros. El precio es lo fijo mas lo que depende del trayecto: p(x) =
3,5 + 1,2x, con el resultado en euros.

(b)p(7)=35+1,2x7=35+8,4=11,90 €.

(c) Ahora se conoce el resultado y se busca la x: 3,5+ 1,2x =17,9.

Se quita lo fijo: 1,2x =17,9 - 3,5 =14,4. Y se divide: x = 14,4 + 1,2 =12 km.

Se corrige solo yendo hacia delante: p(12) =3,5+ 1,2 x12=3,5+ 14,4 = 17,90 €. Y las unidades
cuadran, porque euros por kilbmetro multiplicado por kilbmetros da euros.

I Estadistica: tablas de frecuencias y datos agrupados

Lo que hay que saber
Frecuencia absoluta de un valor es el nUmero de veces que aparece. La suma de todas tiene que dar el
namero de datos, y esa es la primera comprobacion del recuento.
Frecuencia acumulada de un valor es la suya mas las de todos los valores anteriores. La Ultima tiene que
coincidir con el total, y sirve para contar cuantos datos hay hasta ese valor contandolo a €l, es decir los
menores o iguales que él.
Datos agrupados en intervalos: se trabaja con la marca de clase, que es el punto medio de cada
intervalo, es decir la media de sus dos extremos.
Media a partir del recuento: cada valor (0 cada marca de clase) se multiplica por su frecuencia; después
se suman todos esos productos y el resultado se parte entre el niUmero de datos.

Con datos agrupados la media es aproximada: se esta suponiendo que todos los datos de un intervalo
valen su marca de clase, y eso no tiene por qué ser cierto. Al darla, conviene decir que es una estimacion.

%% En una clase se ha preguntado por el numero de hermanos y estas son las respuestas: 0, 1, 2,
1,0,3,1,2,1,0,4, 2,1, 1, 2. (a) Construye la tabla de frecuencias absolutas y acumuladas. (b)
Calcula la media. (c) Di cual es la moda y cual la mediana.

Solucién

(a) Se cuenta cuantas veces sale cada valor. El 0 sale 3 veces, el 1 sale 6, el 2 sale 4, el 3sale 1y el
4sale 1. Entotal 3+ 6 + 4 + 1+ 1 =15 datos, que son los que hay.
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La frecuencia acumulada de cada valor es la suya mas las de los valores anteriores: para el 0 es 3,
parael 1l es9, parael 2 es 13, para el 3 es 14 y para el 4 es 15, que tiene que ser el total.

(b) La media se calcula multiplicando cada valor por las veces que sale, sumando todo y dividiendo
entre el nimero de datos: (0 x3+1x6+2x4+3x1+4x1)~+15,

ArribaquedaO0+6 +8+3+4 =21,y 21+ 15 =1,4 hermanos de media.

(c) La moda es 1, el valor que mas se repite (6 veces). Y como hay 15 datos, la mediana es el

octavo al ordenarlos: la acumulada pasa de 3 a 9 en el valor 1, asi que del cuarto al noveno todos
son 1y el octavo también. La mediana vale 1.

m Los minutos que tardan 20 personas en llegar al trabajo se han agrupado asi: de 0 a 10
minutos, 4 personas; de 10 a 20, 7; de 20 a 30, 6; de 30 a 40, 3. Cada grupo recoge su
extremo de la izquierda y no el de la derecha, salvo el Ultimo, que recoge los dos: quien tarda
20 minutos justos cuenta en el de 20 a 30. (a) Escribe la marca de clase de cada intervalo. (b)
Calcula la media. (c) Di cuantas personas tardan menos de 20 minutos.

Solucién

(a) La marca de clase es el punto medio del intervalo, la media de sus dos extremos: 5, 15, 25y 35
minutos.

(b) Con datos agrupados se usa la marca de clase como si fuera el valor de todos los de ese
intervalo: (5 x4 +15x 7 + 25 x 6 + 35 x 3) + 20.

Arriba: 20 + 105 + 150 + 105 = 380. Y 380 + 20 = 19 minutos de media.

(c) Son las de los dos primeros intervalos, o sea la frecuencia acumulada del segundo: 4 + 7 =11
personas.

A Esa media de 19 minutos es aproximada, no exacta: se ha supuesto que las 7 personas del
segundo intervalo tardan 15 minutos justos, y en realidad pueden tardar cualquier cosa entre 10 y 20.
Con los datos agrupados no hay forma de afinar mas, y conviene decirlo al darla.

m Las notas de 8 alumnos en un examen sobre 10 han sido 4, 6, 6, 7, 8, 8,8 y 9. (a) Calcula la
media. (b) Calcula la mediana. (c) Calcula el recorrido. (d) Si el profesor sube un punto a todos,
di como cambian esos tres niumeros.

Solucién

(a) Se suman lasochonotas: 4+6+6+7+8+8+8+9=56.Y56+8=7 puntos de media.

(b) Hay un nimero par de datos, asi que no hay un dato del medio: hay dos, el cuarto y el quinto, que
valen 7 y 8. La mediana es su media: (7 + 8) + 2 = 7,5 puntos.

(c) El recorrido es la diferencia entre la nota mayor y la menor: 9 — 4 =5 puntos.

(d) Las notas pasanaser5,7,7,8,9,9,9y 10. La media sube a 8 (la suma crece en 8 puntos, uno
por alumno, y 64 + 8 = 8) y la mediana, a 8,5.

El recorrido no cambia: 10 — 5 = 5, el mismo de antes. Sumar lo mismo a todos mueve el grupo
entero sin separarlo ni juntarlo, asi que las medidas que dicen «por donde anda» subeny la que dice
«cuanto se separan» se queda igual.

solucionario.es Ejercicios resueltos de todos los cursos 20 de 22



https://solucionario.es

I Probabilidad: sucesos, unién e interseccion

Lo que hay que saber

Regla de Laplace: se divide el numero de resultados que interesan entre el nimero total de resultados.
Solo vale cuando todos ellos tienen la misma posibilidad de ocurrir, y comprobar eso es parte del ejercicio.

Suceso contrario: la probabilidad de que algo no ocurra es 1 menos la probabilidad de que ocurra. Con un
«al menos unox» suele ser el camino corto.

Unién de dos sucesos. Para hallar la probabilidad de que ocurra uno u otro se suman las dos
probabilidades y se resta la de que ocurran los dos juntos. Esa resta quita lo que se ha contado dos veces,
y solo sobra cuando es imposible que los dos coincidan.

Escribir la lista de casos posibles antes de contar nada, sobre todo si el experimento tiene dos partes: al
lanzar dos monedas hay cuatro casos, no tres.

Control del resultado: toda probabilidad esta entre 0 y 1. Si sale mayor que 1 hay un error, y conviene
empezar comprobando si algln caso se ha contado por duplicado.

m Se lanza un dado equilibrado de seis caras, numeradas del 1 al 6, con la misma posibilidad
cada una. Calcula la probabilidad de: (a) sacar un numero par; (b) sacar un nimero mayor que
4; (c) sacar un nUmero que sea par o mayor que 4.
Solucién

Los seis resultados tienen la misma posibilidad, asi que se puede aplicar la regla de Laplace: los que
interesan, divididos entre los seis.

(a) Los pares son 2,4y 6, 0 sea 3 casos: P = 3/6 = 1/2.
(b) Mayores que 4 son el 5y el 6, 0 sea 2 casos: P = 2/6 = 1/3.

(c) Contando directamente, los que son par o mayor que 4 son 2, 4, 5y 6: cuatro casos, P = 4/6 =
2/3. El 6 cumple las dos cosas y se cuenta una sola vez.

Se corrige solo con la formula de la union, que quita lo contado dos veces: P(par o mayor que 4) =
1/2 + 1/3 - P(par y mayor que 4). El tinico que cumple las dos es el 6, o sea 1/6. Queda 3/6 + 2/6 —
1/6 = 4/6 = 2/3, el mismo resultado.

A Sumar sin més daria 1/2 + 1/3 = 5/6, que es falso: el 6 estaria contado dos veces, una entre los
pares y otra entre los mayores que 4.

m En una bolsa hay 5 bolas rojas, 3 verdes y 2 azules, todas del mismo tamafio, y se saca una
al azar sin mirar, de modo que todas tengan la misma posibilidad de salir. Calcula la
probabilidad de: (a) que sea roja; (b) que no sea roja; (c) que sea verde o azul. Después di qué
relacion hay entre (b) y (c).

Solucién

En total hay 5 + 3 + 2 = 10 bolas, y todas tienen la misma posibilidad de salir.

(a) P(roja) = 5/10 = 1/2.

(b) «No roja» es el suceso contrario de «roja», y la probabilidad del contrario es 1 menos la del
suceso: 1 - 1/2 = 1J2.

(c) Las verdes y las azules son 3 + 2 = 5 bolas, asi que P = 5/10 = 1/2. Aqui no hay que restar nada,
porque ninguna bola es verde y azul a la vez.

(b) y (c) son el mismo suceso escrito de dos maneras: no ser roja es, en esta bolsa, ser verde o ser
azul. Por eso tenian que dar lo mismo, y llegar por los dos caminos es la forma de comprobarlo.
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-3 Se lanzan a la vez dos monedas equilibradas, y lo que salga en una no cambia lo que pueda
salir en la otra. (a) Escribe todos los casos posibles. (b) Calcula la probabilidad de sacar dos
caras. (c) Calcula la probabilidad de sacar al menos una cara.

Solucién

(a) Conviene distinguir las dos monedas para no perder casos. Llamando C a caray X a cruz, los
casos son CC, CX, XC y XX: cuatro en total, y los cuatro igual de probables.

(b) Solo uno de los cuatro es CC, asi que P(dos caras) = 1/4.
(c) «Al menos una cara» se cumple en CC, CX 'y XC, tres de los cuatro: P = 3/4.

Se corrige solo por el contrario, que aqui es mucho mas corto: lo contrario de «al menos una cara»
es «ninguna cara», 0 sea XX, con probabilidad 1/4. Y 1 - 1/4 = 3/4.

A Decir que hay tres casos —dos caras, dos cruces y una de cada— y contestar 1/3 no vale. Esos
tres resultados existen, pero no son igual de probables: «una de cada» ocurre de dos formas, CXy
XC, y por eso vale 2/4 mientras que las otras valen 1/4.
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